Задачи школьного тура олимпиады по математике 2008 

5 класс

5.1.08. Расшифровать запись:

** · * − * =1 .

Здесь звёздочками обозначены цифры, возможно разные, точкой - умножение.

5.2.08. Гусеница ползёт по дереву 6 – метровой высоты. Сначала она за 30 минут поднимается на 50 см, а затем опускается на 40 см и так она повторяет, пока не окажется на вершине. Через сколько минут она окажется на вершине?

5.3.08. С помощью скобок и знаков действий из шести «5» образовать числа от 1 до 10. Каждый раз нужно использовать все шесть цифр «5», причём чисел двузначных и более значных  использовать нельзя, т.е. числа типа 55 использовать нельзя. 

5.4.08.. Разделить квадрат прямыми линиями на 4 равные части тремя способами.

5.5.08. Сумма двух чисел равна 497. Одно из них оканчивается двойкой. Если эту двойку зачеркнуть, то получится второе слагаемое. Найти эти числа.

6 класс

6.1.08. Три одинаковых сосуда наполнены до половины растворами соли различной концентрации. После того, как содержимое третьего сосуда было поровну разлито в первые два, концентрация соли в первом сосуде уменьшилась на 30% , а во втором - увеличилась на 20%. Найти отношение концентраций в первом и втором сосудах  в начальный момент.

6.2.08. Найти все натуральные числа n из интервала 163 < n< 171, для которых справедливо ровно одно из трёх следующих условий:

а) число n делится на 11,

б) число n не делится ни на 4, ни на 5,

в) число n простое. 

6.3.08.  В классе 30 учеников, часть из которых увлекается спортом, часть – танцами, часть – пением и ещё часть – не увлекается ничем. Можно совмещать несколько увлечений сразу. Известно, что в классе  14 спортсменов, 16 танцоров и 16 певцов. Кроме того, четверо увлекаются только танцами, четверо - только спортом, пятеро - только пением, шесть человек увлекаются и спортом и танцами, из них один увлекается ещё и пением. Сколько человек в классе не увлекается ни одним из  указанных видов деятельности? Сколько человек увлекаются танцами и пением  одновременно?

6.4.08. После перестановки последней цифры четырёхзначного числа  в начало этого числа оно уменьшилось на 9. Найти все такие числа.

6.5.08. В четырёхугольнике АВCD из точки М, находящейся внутри него, полностью видны стороны АB,АD и лишь частично ВС
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Нарисуйте какой – нибудь многоугольник и точку внутри него, чтобы ни 

одна  его сторона не была видна из данной точки полностью. 

6.6.08. В трёх магазинах было 1973 учебника. За первый, второй и третий день работы первый магазин продал соответственно 1/47, 1/7  и 1/2  часть своих учебников, второй магазин   1/41, 1/5  и 1/3  часть своих  учебников, а третий магазин 1/25, 1/20 и 1/10  часть своих  учебников.  Сколько учебников было в каждом магазине?  

7 класс

7.1.08.  Сложить из 9 спичек фигуру, которая бы содержала ровно один квадрат и два ромба.

7.2.08. По какому правилу написаны числа: 1,2,8,28,100,356,…? Напишите следующие два числа.

7.3.08. Десять футболистов вместе забили 54 гола. При этом каждый забил хотя бы один гол, а один - целых 7 голов. Доказать, что двое из них забили одинаковое количество голов.

7.4.08.  Можно ли квадрат 6 х 6 клеток разрезать по линиям сетки на прямоугольники 1 х 4 клеток?

7.5.08. В соревнованиях по бегу на дистанцию 120 метров участвуют три бегуна. Скорость первого из них на 1 м/с больше скорости второго, а скорость второго бегуна равна полусумме скоростей первого и третьего. Определить скорость третьего бегуна, если известно, что первый бегун пробежал  дистанцию на 3 секунды быстрее третьего, и их скорости выражаются целым числом метров в секунду.

7.6.08. Ученик купил портфель, авторучку и книгу. Если бы портфель стоил в пять раз дешевле,  авторучка в два раза дешевле, а книга в 2,5 раза дешевле, то вся покупка стоила бы 200 руб. Если бы портфель стоил в два раза дешевле, авторучка в четыре раза  дешевле, а книга в три  раза дешевле, то вся покупка стоила бы 300 руб. Сколько стоила покупка на самом деле?  

8 класс

8.1.08.  Разделить трапецию одной прямой на две фигуры одинаковой  площади.

8.2.08. Является ли число 55555555555525 (всего 14 цифр) квадратом целого числа?

8.3.08. Трое рабочих должны сделать 80 одинаковых деталей. Известно, что все трое вместе могут сделать за час 20 деталей. К работе сначала приступил первый рабочий. Он сделал 20 деталей, затратив на это более трёх часов. Оставшуюся часть работы выполнили вместе второй и третий. На всю работу ушло 8 часов. Сколько часов понадобилось бы первому рабочему на всю работу,  если бы он делал её один и, если известно, что необходимое время было целым числом часов?

8.4.08. Доказать, что из любых пяти различных точек на плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой, можно выбрать четыре,  являющихся вершинами выпуклого четырёхугольника.

8.5.08. При каком значении х сумма 
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8.6.08.   Дан треугольник ABC, D и E – середины сторон  AB и  BC соответственно. Точка  M лежит на AC,   причём   ME > EC.  Доказать, что  MD<AD .

9 класс

9.1.08. Докажите, что площадь правильного восьмиугольника равна произведению его наибольшей и наименьшей диагоналей. (Правильным называется выпуклый многоугольник, у которого равны все углы при вершинах и равны все стороны).

9.2.08. Известно, что сумма цифр числа 
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 равна сумме цифр числа 
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. Доказать, что 
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делится на 9.
9.3.08. Найти геометрическое место точек плоскости, координаты 
[image: image6.wmf])

,

(

y

x

 которых удовлетворяют уравнению: 
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9.4.08. Дан треугольник ABC, D и E – середины сторон  AB и  BC соответственно. Точка  M  лежит на AC, причём   ME > EC. Доказать, что  MD<AD .

9.5.08. Сколько килограммов 20% раствора соли надо добавить к 10 килограммам  10%  раствора, чтобы   получился 18%  раствор?

9.6.08. Найти все натуральные числа, не представимые в виде разности квадратов каких - либо двух натуральных чисел.

10 класс

10.1.08. В остроугольном треугольнике угол между двумя высотами равен 60
[image: image8.wmf]o

, и одна из них делится точкой пересечения в отношении два к одному, считая от вершины. Доказать, что этот треугольник – равносторонний.

10.2.08. На окружности отмечено 2000 белых точек и одна красная. Рассмотрим всевозможные многоугольники с вершинами в этих точках. Каких среди них больше: тех, что содержат красную точку в качестве вершины, или тех, что её не содержат?

10.3.08. На плоскости даны три различных точки А, В и С, не лежащие на одной прямой. Провести через А прямую, сумма расстояний до которой от В и С будет максимальной.

10.4.08.  На столе лежат 20 кучек орехов. Разрешается добавлять по одному ореху одновременно к любым 3 кучкам. Докажите, что, повторяя эту операцию, можно уравнять количество орехов во всех кучках. 

10.5.08. При каком значении параметра а сумма квадратов корней уравнения  
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 принимает наименьшее возможное  значение?

10.6.08. Доказать, что для любого натурального n, заканчивающегося на 7, существует число, записанное только цифрами 1, которое делится на n. 

11 класс

11.1.08. Из пункта А в пункт В в 8 ч. утра вышел скорый поезд. В этот же момент из В в А вышли пассажирский и курьерский поезда, причём скорость пассажирского поезда в 2 раза меньше скорости курьерского. Скорый поезд прибывает в пункт В в 13ч 50 минут того же дня, а встречает курьерский  не ранее 10 ч 30 мин утра. Найти время прибытия пассажирского поезда в пункт А, если известно, что между моментами встречи скорого поезда с курьерским и скорого поезда с пассажирским проходит не менее часа?

11.2.08. Является ли число 55555555555525 (всего 14 цифр) квадратом целого числа?

11.3.08. Решить уравнение: 
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11.4.08. В параллелограмме 
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 угол 
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 равен 30
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, точка 
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 – середина стороны 
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, отрезки 
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 и 
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 пересекаются в точке 
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. Найти 
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, если расстояние от 
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 до 
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 равно 1. 

11.5.08. На столе лежат 20 кучек орехов. Разрешается добавлять по одному ореху одновременно к любым 3 кучкам. Докажите, что, повторяя эту операцию, можно уравнять количество орехов во всех кучках. 

11.6.08. Меньшая окружность касается внутренним образом большей окружности в точке A. Через произвольную точку 
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 меньшей окружности проведена касательная, пересекающая большую окружность  в точках B и C. Доказать, что AM - биссектриса угла BAC.

О Т В Е Т Ы    И    Р Е Ш Е Н И Я
Критерии оценивания

Задания математических олимпиад являются творческими, допускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, разбор важного случая, доказательство леммы, нахождение примера и т.п.). Наконец, возможны логические и арифметические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче должны учитывать все вышеперечисленное.

В соответствии с регламентом проведения математических олимпиад школьников каждая задача оценивается в 7 баллов.

Соответствие правильности решения и выставляемых баллов приведено в таблице. 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	7
	Полное верное решение

	6-7
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит существенные ошибки либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	4
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев, или в задаче типа «оценка + пример» верно получена оценка. 

	2-3
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.


Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри. 

В то же время любой сколь угодно длинный текст решения, не содержащий полезных продвижений, должен быть оценен в 0 баллов.

Кроме этих общих указаний, после решений задач каждого класса есть рекомендации по оцениванию конкретных задач (правда, не всех).

Решения задач школьного тура олимпиады по математике 2008 .

5 класс

5.1.08. Ответ. 10 · 1  − 9 = 1.

Так как (* + 1)  - двузначное число, то эта * равна  9, 

поэтому  ** · *  =10. Единственное двузначное число, которое  после  умножения на однозначное даёт 10 есть 10. Поэтому наша запись расшифровывается следующим образом:  10 · 1  − 9 = 1.

5.2.08. Ответ. 55 часов 30 минут.

За 1 час гусеница поднимается на 10 см. Через 55 часов она поднимется на 5 м 50 см, а за следующие пол часа  она поднимется на вершину.

5.3.08. Например: 1 = (5 – 5)+(5 – 5) + 5: 5,  2 = (5: 5) + (5: 5) + 5 – 5,

3 = (5: 5) + (5: 5) + (5 : 5), 4 = 5 – (5 : 5) + (5 – 5) · 5,  

5 = 5 + (5 – 5) · (5+5+5), 6 = 5 + (5 : 5) + (5 – 5) · 5,  

7 = (5 + 5): 5 + 5 +  5 – 5, 8 = 5 + 5 -  5: 5 – 5: 5,  9 = 5+ 5 – 5:5 + 5 – 5,

10 = 5 + 5 + (5 – 5) · (5 + 5).

5.4.08.  Возможный вариант: 

1) Прямые делят квадрат на четыре равных квадрата.

2) Прямые делят квадрат на четыре треугольника (диагоналями).

3) Горизонтальные прямые делят квадрат на четыре равных прямоугольника.

5.5.08..  Ответ. 452. 

Если бы большее число было двузначным, то сумма этого числа и меньшего не была бы трёхзначной. Значит, большее число трёхзначное и имеет вид: ab2. Поэтому имеем равенства : 

ab2 + ab = 497,  10ab + ab = 495, 11ab = 495, ab = 45/

Замечания к оцениванию.

5.1.08.  Если приведен только правильный ответ, то следует ставить 

4 балла. Если к правильному ответу добавлено соображение о появлении 9, то следует ставить 6 баллов. Если к предыдущему добавлено соображение о единственном двузначном числе, которое после умножения на однозначное даёт 10, то следует ставить 7 баллов.

5.2.08.  Если замечено, что за 1 час гусеница поднимается на 10 см, то следует ставить 2 балла. Если приведен только верный ответ, то следует ставить 3 балла. Если правильно вычислено продвижение гусеницы за 1 час, но результатом явилось число 60, то следует ставить 4 балла. Если всё найдено верно и указанные вычисления приведены, то следует ставить 7 баллов.

5.3.08.  Если все вычисления верны следует ставить 7 баллов. Если сделана 1 ошибка, следует ставить 4 балла, а если сделано две ошибки, то следует ставить 1 балл. Во всех остальных случаях  - 0 баллов. Ошибкой считается и использование более, чем однозначных чисел. 

5.4.08.  Для 7 баллов достаточно перечисление любых трёх способов. Если в одном из способов получились не равные фигуры, то следует ставить 4 балла. Если предыдущее нарушение получилось в двух способах следует ставить 1 балл. Любое пояснение может быть поощрено баллом или даже двумя.

5.5.08.  Приведенный верный ответ без всяких пояснений заслуживает оценки 4 балла. Если к верному ответу приведен анализ записи числа, хотя бы и не исчерпывающий, задача заслуживает 6 баллов. Полностью верное решение с достаточными пояснениями оценивается в 7 баллов.

6 класс

6.1.08. Ответ. 16:1.
Ввиду равенства рассматриваемых объёмов отношение концентраций равно отношению масс солей в сосудах. Объёмы растворов в каждом сосуде до переливания примем за «условную единицу» объёма, массу соли в третьем сосуде за «условную единицу» массы, а массы соли в первом и втором сосудах за x и y единиц соответственно. После переливания соль и объём из третьего сосуда поровну распределятся между первым и вторым, поэтому можно составить систему уравнений: 
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6.2.08. Ответ. 165, 166, 169.
165 – удовлетворяет только а), 166,169 – только б).

6.3.08. Ответ. Ничем не увлекается 1 человек, танцами и пением одновременно  увлекались 7 человек. 

Обозначим спорт, танцы и пение буквами С, Т и П соответственно, а любой комбинацией этих букв – количество учеников класса, занимающихся одновременно всеми видами деятельности, буквы которых входят в данную комбинацию и только ими. По условию,  Т=С=4, П=5, СТ+СТП=6, СТП=1. Отсюда СТ=5. Далее,  считаем спортсменов: С+СТ+СТП+СП=14, значит, СП=4. Затем, считаем танцоров: Т+СТ+ТП+СТП=16, поэтому ТП=6. Суммируя все комбинации букв, получим 29 человек, занимающихся чем-либо. Значит, ни чем не увлекается один человек, а танцуют и поют одновременно ТП+СТП==7 человек.

6.4.08. Ответ: 1121,2232, 3343, 4454, 5565, 6676, 7787, 8898.  
Обозначим искомое число за 
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6.5.08. На рисунке слева показан вариант фигуры и точки внутри неё с наименьшим числом сторон. Справа приведена фигура и точка вне неё, с тем же условием.
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6.6.08.  Ответ. 658, 615, 700.  

Количество книг в первом магазине делится на 47, 7 и 2, поэтому делится на 658. Количество книг во втором магазине по аналогичной причине делится на 615, а в третьем на 50. Если бы в первом магазине было 1316 книг, то во втором могло быть только 615  и на третий бы осталось 42 книги, но это число не делится на 50. Поэтому в первом магазине было 658 книг, аналогично показывается, что во втором магазине было 615 книг, а в третьем 700.

Замечания к оцениванию.

6.1.01.  Составление каждого из уравнений может быть оценено в 2 балла. Решение каждого из составленных уравнений – 1 балл. Верно составленная система уравнений, но не верно решённая или вообще не решённая – 4 балла. Верные рассуждения, не сведённые к уравнениям, могут быть оценены также как и сведённые к уравнениям. Максимальная оценка – 7 баллов.

6.2.08. Нахождение каждого из трёх чисел с указанием какому свойству оно удовлетворяет 2 – балла . Нахождение чисел без указания каким свойствам они удовлетворяют – 0 баллов. Нахождение всех трёх чисел с полным указанием свойств, которым они удовлетворяют – 7 баллов.

6.3.08. Правильное отражение условия задачи на кругах Эйлера даже без решения – 3 балла. Логическое рассуждение, эквивалентное кругам Эйлера, оценивается также как и круги Эйлера.   Отсутствие ответа на любой из двух вопросов снимает 3 балла. Максимальная оценка – 7 баллов.

6.4.08. Верная десятичная запись условия задачи – 1 балл. Нахождение 5 чисел – 4 балла. Нахождение каждого следующего после 5 чисел добавляет 1 балл. Отсутствие пояснений снимает с результата 3 балла.

6.5.08. Приведение рисунка – 7 баллов. Если на рисунке одна ровно сторона видна полностью, а все остальные не видны, то оценка – 4 балла. Если полностью не видна только одна сторона, то оценка  - 1 балл. 

6.6.08. Если указано на какое число должно делиться количество книг в каждом магазине, то  оценка 3 балла. Если к делимости добавлен анализ, позволивший верно определить количество книг ровно в одном магазине, то оценка – 4 балла, в двух магазинах – 6 баллов. Максимальная оценка – 7 баллов.

7 класс

7.1.08. Ответ на рисунке.


[image: image32.png]



7.2.08. Ответ. 1268, 4560. 

Правило: каждое следующее число равно сумме утроенного последнего и удвоенного предпоследнего. 

7.3.08. По условию на 9 футболистов приходится 47 голов, если бы все  они забили разное число голов, то голов бы было не меньше, чем 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 8 + 9 + 10 = 48, что больше, чем они реально забили. 

7.4.08. Ответ. Этого сделать нельзя.

Запишем в клетках первой горизонтали квадрата слева направо числа 1,2,3,4 в циклическом порядке, начиная с 1, в клетках второй горизонтали квадрата слева направо числа 1,2,3,4 в циклическом порядке, начиная с 2, и т.д. Каждый горизонтальный или вертикальный прямоугольник из четырёх клеток  будет содержать все числа от 1 до 4, поэтому, если бы это можно было сделать, то таких прямоугольников было бы  9 и всех чисел в квадрате было бы по 9, но двоек здесь 10. Следовательно, это сделать невозможно.

7.5.08.Ответ. 8 м/с.

Обозначим скорость второго бегуна за х м/с, тогда скорость первого бегуна равна х+1 м/с, а третьего х-1 м/с. Имеем 
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7.6.08. Ответ. 700 рублей.
Пусть х - руб. стоил портфель, у – руб. стоила авторучка, z – руб. стоила книга, тогда 
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[image: image36.wmf]Умножим первое равенство на 10, а второе на 12: 
[image: image37.wmf]3600

 

=

 

4

 

+

 

3

 

+

 

6

  

2000,

 

=

 

4

 

+

 

5

 

+

 

z

y

x

z

у

2

х

, складывая эти равенства, получим  
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Замечания к оцениванию.

7.1.08. Наличие верного рисунка – 7 баллов. Отсутствие верного рисунка – 0 баллов.

7.2.08. Нахождение закономерности, которой удовлетворяют числа 1,2,8,28 – 3 балла, нахождение закономерности, которой удовлетворяют числа 1,2,8,28,100 – 4 балла, 1,2,8,28,100,356 , но без нахождения последующих чисел – 5 баллов. Всё верно – 7 баллов.

7.3.08. Верное решение – 7 баллов. Проявленное понимание, что значит не выполнение условия совпадения количества голов забитых двумя игроками – 4 балла. Во всех остальных случаях скорее 0 баллов, чем больше. Хотя здравый смысл иногда может быть оценён в 1 или 2 балла.

7.4.08. Всякое правдоподобное, но неверное рассуждение может быть оценено в 1 балл. Рассуждение с окраской в 4 цвета столь же верное, как и приведенное в варианте решения. Верное решение оценивается в 7 баллов.  

7.5.08. Составление верного уравнения движения оценивается в 5 баллов. Верное задание скоростей с помощью букв – 1 балл. Если при составлении уравнения движения автор перепутал какое из времён больше, то это уравнение может быть оценено в 3 балла. Верное решение – 7 баллов.

7.6.08. Верное составление каждого из уравнений – 2 балла. Выражение одной из неизвестных через остальные и подстановка в другое уравнение  верной системы уравнений – 5 баллов. Полностью верное решение – 7 баллов.  

8 класс

8.1.08. Доcтаточно провести искомую прямую через середины оснований трапеции. Полусуммы оснований обеих получившихся трапеций станут вдвое меньше, чем у исходной, а высоты останутся теми же. Вообще, несложно показать, что любая прямая, проходящая через середину средней линии трапеции и пересекающая её основания, делит площадь трапеции пополам.

8.2.08. Ответ. Не может.
Чтобы квадрат целого числа к оканчивался цифрой 5 надо, чтобы само число оканчивалось на 5 т.е.
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 перед двумя нулями стоит чётная цифра, а у данного числа перед числом 25 стоит 5, поэтому это число не может быть квадратом   никакого целого числа.

8.3.08. Ответ. 16 часов.

Пусть а – деталей делал первый рабочий за час, b – второй,  с – третий, р – время первого, затраченное на 20 деталей, тогда  имеем: 
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. Выразив из первого условия 
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, то а равно 1, 2, 5 или 10. Проверка этих чисел показывает, что 
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. Значит, первому рабочему  понадобилось бы 16 часов. 

8.4.08. Рассмотрим выпуклый многоугольник с вершинами в некоторых из данных точек, содержащий все эти точки (выпуклую оболочку данной системы точек). Если это пяти или четырёхугольник, всё ясно. Если  треугольник, проведём прямую через две точки, попавшие внутрь. По одну сторону от прямой лежат две исходных точки. Они вместе со внутренними образуют выпуклый четырёхугольник.

 8.5.08. Ответ. 4.

Графиком функции 
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является ломаная с изломами в точках 
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. Вычислив значения функции в этих точках и построив график, находим, что наименьшее значение принимается во всех точках отрезка  
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8.6.08.  Опустим из точек  D и E перпендикуляры DP и EQ на AC, длина PQ   равна половине  АС и равна сумме длин AP+QC. По условию, ME>CE, значит, MQ>QC, тогда AP>PM, следовательно, AD>DM.

Замечания к оцениванию.

8.1.08. Любое верное решение – 7 баллов. Решение может быть совсем другим, чем приведенное выше. Если прямая приведена верная, но нет верного доказательства или в доказательстве имеется ошибка или пробел, то оценка 2 балла.

8.2.08. Фиксация того, что число оканчивается на 5 – 1 балл. Общая запись числа, оканчивающегося на 5 – ещё один балл. Фиксация того, что число а(а + 1) – чётное число – ещё один балл. Верный ответ без решения – 0 баллов. Верное решение – 7 баллов.

8.3.08. Верный перевод текста задачи на математический язык – составление системы уравнений – 4 балла. Ошибка в каждом уравнении снимает 2 балла. Решение системы уравнений с негрубой ошибкой – плюс 1 балл к её составлению. Верный ответ без решения – 0 баллов Верное решение задачи – 7 баллов. 

8.4.08. Если автор проанализировал только ситуацию, в которой выпуклая оболочка является четырёх - или пятиугольником, то задача может быть оценена в 2 балла. Если автор увидел, что выпуклая оболочка ещё может быть треугольником, но никаких рассуждений по анализу этой ситуации не привёл, то в условиях предыдущего анализа оценка – 3 балла. Если в ситуации треугольника автор провёл прямую через внутренние точки , то оценка – 4 балла. Верное решение – 7 баллов.

8.5.08. Понимание автором вида графика функции – 4 балла, также оценивается и анализ без графика поведения функции на каждом из интервалов. Если при анализе поведения функции автор допустил одну ошибку, то задача может быть оценена в 2 балла при неверном ответе и в 3 балла при верном. Вид графика, как и анализ без графика должны быть обоснованы, иначе минус 2 балла. Верное решение – 7 баллов.

8.6.08. Проведение перпендикуляров DP и  EQ и фиксация того, что PQ равна половине АС – 2 балла. Если отмечено, что длина АР равна половине длины АС, ещё 1 балл. Факт, MQ>QC – ещё 1 балл. Верное решение - 7 баллов. Решение может быть и совсем другим. Тогда стараться дать эквивалентные оценки.

9 класс

9.1.08. Обозначим правильный восьмиугольник за ABCDEFGH. Тогда ACEG –квадрат, и треугольники ABC, CDE, EFG и  GHA равны. Опустим в GHA и   CDE высоты из Н и D соответственно, они разобьют их на четыре равных прямоугольных треугольника. Повернём каждый из них вокруг вершины наименьшего угла на 22,5 градуса, пока их гипотенузы не совместятся со сторонами AB, BC, EF и FG. Полученная в итоге фигура будет прямоугольником, стороны которого равны большей и меньшей диагоналям исходного восьмиугольника и равновеликим ему. 

9.2.08.  При умножении числа 
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9.3.08. Ответ. Квадрат с вершинами 
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Раскрываем модули с учётом условий 
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9.4.08. См. 8.6.08.
9.5.08. Ответ. 40 кг.
Пусть х – кг масса необходимой добавки, тогда в полученном  растворе будет 
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9.6.08. Ответ. Все числа вида 
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Замечания к оцениванию.

9.3.08. При неверном раскрытии модулей – неверные интервалы, типа 
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 или смене знака только у переменной ставим 0 баллов. Угаданный верный ответ, построенный по нескольким точкам без обоснования – ставим 1 балл. 

9.5.08. Верно составлено уравнение, но не решено - ставим 3 балла.

9.6.08. Ответ без обоснования – ставим 1 балл. Частичные шаги, скажем, только доказательство того, что нечётные числа  являются разностями квадратов  - ставим 2 балла. То же самое, если доказано только, что числа, делящиеся на 4,  являются разностями квадратов  - ставим 2 балла. Если доказано только, что числа вида 
[image: image94.wmf]2
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  не являются разностями квадратов  - ставим 3 балла. За несколько действий – очки суммируем.

10 класс

10.1.08. Обозначим вершины треугольника за  
[image: image95.wmf]C
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, высоты из условия – за 
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, точку их пересечения – за 
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. Тогда 
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, поэтому 
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, следовательно, треугольник 
[image: image102.wmf]AOB

 равнобедренный и 
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. Учитывая, что 
[image: image104.wmf]o
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, получаем равенство 
[image: image105.wmf]ABC
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, откуда следует равенство всех углов треугольника.
10.2.08. Ответ. Больше многоугольников, содержащих красную вершину. 

Каждому многоугольнику, не содержащему красную вершину, можно сопоставить многоугольник  с красной вершиной, соединив две белые вершины, ближайшие к красной с одной и другой стороны с красной вершиной, таким образом, многоугольников,   содержащих красную вершину не меньше, чем тех, которые её не содержат. Кроме того, есть треугольники с красной вершиной, которые не могут быть получены из многоугольников без красной вершины.

10.3.08. Ответ. Если 
[image: image106.wmf]BAC
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острый, такой прямой будет перпендикуляр к медиане 
[image: image107.wmf]AP

 треугольника 
[image: image108.wmf]ABC

. Если 
[image: image109.wmf]BAC
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тупой, такой прямой будет перпендикуляр из
[image: image110.wmf]A

 на 
[image: image111.wmf]BC

. В случае, когда
[image: image112.wmf]BAC
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 - прямой, искомыми будут обе прямые.

 Рассмотрим два варианта проведения искомой прямой 
[image: image113.wmf]l

:  
[image: image114.wmf]l

 не пересекает отрезок 
[image: image115.wmf]BC

 и 
[image: image116.wmf]l

 пересекает 
[image: image117.wmf]BC

. В первом случае по свойству средней линии трапеции заменяем сумму расстояний от 
[image: image118.wmf]B

 и  
[image: image119.wmf]C

 до 
[image: image120.wmf]l

 на удвоенное расстояние от середины 
[image: image121.wmf]P

 отрезка
[image: image122.wmf]BC

до 
[image: image123.wmf]A

. Оно, по свойству перпендикуляра и наклонной к 
[image: image124.wmf]l

, не превосходит двойной длины 
[image: image125.wmf]PA

 и будет равно ей, если 
[image: image126.wmf]l

 - перпендикуляр, проведённый через 
[image: image127.wmf]A

  к медиане 
[image: image128.wmf]AP

 треугольника 
[image: image129.wmf]ABC

, где 
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 - середина 
[image: image131.wmf]BC

. Во втором случае сумма расстояний от 
[image: image132.wmf]B

 и  
[image: image133.wmf]C

 до 
[image: image134.wmf]l

 аналогично не превосходит длины отрезка
[image: image135.wmf]BC

, и равна ей, если 
[image: image136.wmf]l

 будет перпендикуляром из
[image: image137.wmf]A

 на 
[image: image138.wmf]BC

. Остаётся сравнить между собой 
[image: image139.wmf]BC

и 
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, то есть, 
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и 
[image: image142.wmf]AP

. Вторая длина меньше первой, если точка 
[image: image143.wmf]A

лежит внутри круга с диаметром 
[image: image144.wmf]BC

, то есть когда угол 
[image: image145.wmf]BAC

Ð

 - тупой.

10.4.08. Ответ. Можно. 

Расположим кучки слева направо так, чтобы кучка с наименьшим числом орехов лежала на 18-ом  месте. Добавим за шесть операций по одному ореху в каждую из первых 18 кучек, а затем  в 18, 19 и 20 – ю кучки. В результате в каждой кучке число орехов увеличится на 1, а в 18-ой кучке – на 2. Если кучка с наименьшим числом была одна, разница между кучками с наименьшим и наибольшим числом орехов уменьшится на 1. В противном случае уменьшится количество кучек с наименьшим числом орехов, тогда на 18-ое место снова кладём кучку с наименьшим числом орехов и повторяем эту процедуру. В любом случае, на каждом шаге мы будем уменьшать разницу между наибольшим и наименьшим числом орехов в кучках, пока она не  станет равной 0.

10.5.08. Ответ. 5. 

Обозначим корни многочлена за 
[image: image146.wmf]2
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т.е.  наименьшее  значение достигается при  
[image: image148.wmf]1
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и равно 5.
10.6.08. Рассмотрим числа: 1, 11, 111, … , 11…1, где в последнем числе n единиц. Чисел n, а остатков, отличных от 0, при делении на n имеется только n-1, значит, либо среди них есть одно делящееся на n, либо два, имеющих одинаковые остатки от деления на n. Во втором случае разность этих чисел имеет вид 
[image: image149.wmf]000
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 и делится на n. Но n оканчивается на 7, поэтому взаимно просто с 2 и 5, следовательно, число, полученное из 
[image: image150.wmf]N

отбрасыванием нулей, тоже делится на n . 

Замечания к оцениванию.

10.3.08. Рассмотрен только один вариант расположения прямой (но до конца) 3 балла.

10.5.08. Если решение не использует т. Виета, но верно до конца, это 7 баллов.

10.6.08. Если в записи искомого числа не убраны нули на конце: 3 балла. Если нули убраны без ссылки на взаимную простоту 
[image: image151.wmf]n

с 10: 4 балла. 

11 класс

11.1.08. Ответ. 16ч 45мин.

Пусть S расстояние между пунктами А и В, vc– скорость  скорого поезда, vп – скорость пассажирского поезда, vк- скорость  курьерского поезда, тогда  vк = 2vп  и справедливы  соотношения: S/vc = 35/6 , S/(vc +2vп) 
[image: image152.wmf]³

 2,5 , S/(vc + vп) – S/(vc + 2vп) 
[image: image153.wmf]³

 1. Разделив числитель и знаменатель второго и третьего неравенств  на vc, получим:
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Таким образом, пассажирский поезд прибудет в 16ч 45мин.

11.2.08. Ответ. Не может. См. решение 8.2.08

11.3.08. Ответ: 
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Рассмотрим это уравнение последовательно на промежутках: (-(,(1], ((1,0], (0,1], (1,2], 

(2, ();

1) –x – 1 + x - 3x + 3 + 2x – 4 = x + 2 , x = (2  
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2) x + 1+ x (3x + 3 + 2x ( 4 = х + 2,  0 = 2, нет решений,

3) x + 1 (x (3x + 3 + 2x ( 4 = x + 2, x = (1
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4) x + 1(x + 3x (3 + 2x – 4 = x + 2,  x = 2
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 5) x+1(x+3x (3(2x+4=x+2,  2 = 2, весь промежуток (2, 
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 является решением.
11.4.08. Ответ: 3.

Пусть 
[image: image161.wmf]O

- точка пересечения диагоналей параллелограмма, тогда 
[image: image162.wmf]DO

 и 
[image: image163.wmf]AK

 - медианы треугольника 
[image: image164.wmf]ACD

, поэтому делятся точкой 
[image: image165.wmf]E

 в отношении 2 к 1, считая от 
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 и 
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 соответственно. Следовательно, расстояние от 
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 до 
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равно 
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 расстояния от 
[image: image171.wmf]E

 до 
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, то есть 
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, и равно расстоянию от 
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 до 
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. Тогда расстояние от 
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 до 
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11.5.08.  См. решение 10.4.08.
11.6.08. Вспомним, что угол между хордой и касательной, проведённой через один из её концов, равен соответствующему вписанному углу, опирающемуся на эту хорду. Пусть  
[image: image180.wmf]1
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 и 
[image: image181.wmf]1

C

 - точки пересечения 
[image: image182.wmf]AB

 и 
[image: image183.wmf]AC

 с малой окружностью. Проведём общую касательную к обеим окружностям в точке 
[image: image184.wmf]A

 и рассмотрим хорды 
[image: image185.wmf]1
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 малой окружности и 
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 большой окружности. Углы 
[image: image187.wmf]1
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 и 
[image: image188.wmf]ABC

 равны совпадающим  углам между этими хордами и общей касательной. Следовательно, отрезки 
[image: image189.wmf]BC

 и 
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 параллельны, как образующие одинаковые углы при пересечении прямой 
[image: image191.wmf]AB

. 

Вернёмся к задаче. Радиус малой окружности, проведенный в точку 
[image: image192.wmf]M

, перпендикулярен касательному отрезку 
[image: image193.wmf]BC

, следовательно, перпендикулярен и отрезку  
[image: image194.wmf]1
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, являющемуся хордой малой окружности. По свойству перпендикуляра из центра окружности к хорде, радиус делит пополам 
[image: image195.wmf]1
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 и дугу 
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 малой окружности. Значит, дуги 
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 и 
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 малой окружности равны, следовательно, равны и опирающиеся на них углы 
[image: image199.wmf]AM

B

1

 и 
[image: image200.wmf]AM
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, равные соответственно углам 
[image: image201.wmf]BAM

 и 
[image: image202.wmf]CAM

. Таким образом, 
[image: image203.wmf]AM

является биссектрисой угла 
[image: image204.wmf]BAC

, что и требовалось доказать.  

Замечания к оцениванию.

11.1.08. Верно угадан ответ (даже с проверкой) - ставим 1 балл. Верно составлены уравнения, но не решены - ставим 3 балла. 

11.2.08. Утверждается чётность третьей справа цифры квадрата числа, оканчивающегося на 5, без доказательства - ставим 3 балла. 
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